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多自主体量化趋同与有限数据率趋同综述

李 韬 1 孟 扬 1 张纪峰 1

摘 要 对近年来系统控制学科的一个前沿热点领域—多自主体系统的量化趋同和有限数据率趋同问题进行了回顾和总结.

介绍了该领域产生和发展的背景及意义; 分门别类地回顾了该领域一些代表性成果和研究方法; 并结合多自主体系统和网络

化控制的大背景, 对该领域未来可能的研究方向进行了展望.
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Abstract In this paper, we present an overview on the state-of-the-art of the quantized consensus and consensus with

limited data rate of multi-agent systems, which is a hot topic of the systems and control community in recent years.

The background, motivation and significance of this field are introduced and some representative methods and results are

summarized. On the background of multi-agent systems and networked control systems, some future research directions
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近些年来, 多自主体网络的建模与控制已经成
为系统控制领域的研究热点, 是当前网络化控制和
复杂系统领域最有活力的研究方向之一[1−2]. 这一
研究热潮的兴起是多个相关学科发展共同推动的结

果. 在生物物理领域, 生物群体的自组织集体行为一
直是众多生物学家和物理学家关注的焦点, 如鸟群
的列队飞行、鱼群的聚集游动、昆虫和微生物的集

体觅食等. 在这些自组织现象中, 不同的个体会自
发地在空间上聚集成一个整体行动或形成有序的同

步化运动. 这种宏观有序的集体行为表现出单一个
体所不具备的群体智能, 可以保证个体在觅食、交
配、逃避天敌等活动中获得单独行动所得不到的收

益, 从而实现种群利益的最大化. 显然, 对社会性聚
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集, 微观层面不同个体间的通信机制在整个群体目
标的实现中起着至关重要的作用. 在控制科学与工
程领域, 伴随着微型传感器技术、机电系统技术和数
字通信网络的飞速发展, 控制系统的基本结构和运
行方式发生了根本的改变. 首先, 系统的各个组成单
元不再只是具有单一功能的受控对象、传感器或控

制器, 而成为了集成一定的传感、计算、执行和通信
能力的自主体. 各个单元通过各种类型的通信网络
互相传递信息, 互相协作以完成给定的任务. 整个控
制和决策过程就是不同自主体间相互通信以实现协

调合作的过程, 通信约束已成为影响整个控制系统
运行的至关重要的因素. 多自主体系统的分布式协
调在多传感器协同信息处理、多机器人协作、无人

航行器编队等应用领域表现出越来越旺盛的生命力.
多自主体系统的分布式协调之所以备受系统控

制界关注, 除了其重要的应用前景之外, 更重要的
在于该课题的研究为人们提供了一个认识各种信息

处理和控制系统的全新视角. 在传统的控制理论中,
系统由单一的传感、控制单元以及被动接受控制信

号控制的被控对象组成, 而在多自主体系统理论中,
系统由处于不同层次的自主体构成. 在同一个层次
中, 不同自主体间的地位是平等的, 一个自主体是作
为控制器还是作为被控对象依看待问题的角度而定.



1806 自 动 化 学 报 39卷

自主体甲对自主体乙的信息传输, 在甲看来是对乙
的某种控制信号, 而在乙看来则是甲的某种信息反
馈. 任何一个自主体在控制其他自主体的同时, 实际
上也接受了其它自主体的控制, 前向的控制过程和
后向的反馈过程都只是不同自主体间通信过程的一

个有机组成部分, 这里, 控制系统和通信系统完全融
合为一体, 不同自主体间的控制和协作过程就是彼
此的通信过程. 不同的自主体通过彼此间的通信信
道组成了复杂的实时动态网络 (Dynamic network),
在这种状况下, 如何设计有效的微观通信机制直接
关系到整个网络的运行效能和宏观控制目标的实现.
众所周知, 趋同算法 (Consensus algorithm) 是一种
最基本、最重要的多自主体协调算法, 也是大量分布
式估计和协调控制算法的基础, 因此多自主体基于
量化数据的趋同问题和有限数据率下的趋同问题可

以作为研究复杂信息网络通信机制、网络动态约束

和控制目标与性能之间内在定量关系的一个切实可

行的切入点, 得到了系统控制界越来越多的学者的
关注.
本文旨在对多自主体系统量化趋同和有限数据

率趋同问题的研究作一个回顾和总结. 探讨该领域
的应用背景和理论意义; 根据所研究问题的性质和
主要方法对该领域的研究作适当的分类, 并介绍一
些代表性成果; 展望未来可能的研究方向. 希望本文
将有助于该领域研究的进一步深化和发展. 本文接
下来的部分作如下安排: 第 1 节介绍动态网络趋同
的基本概念; 第 2 节回顾有限状态趋同算法; 第 3 节
回顾基于数字通信的趋同算法, 按照所采用的编解
码器是否有记忆分为基于静态编解码的算法和基于

动态编解码的算法两部分. 第 4 节对全文作总结并
对该领域未来可能的研究方向作展望.

1 趋同问题的基本概念

本节介绍动态网络趋同的相关概念[3].

1.1 动态网络

设 G = {V, E ,A} 是一个有 N 个节点的加权有

向图, 其中 V = {1, · · · , N} 是节点集, E 是边集, A
是加权邻接矩阵. 图中的每个节点代表一个自主体,
具有状态 xi, xi 随时间 t 的演化可以用一个动力学

方程描述. 对于连续时间情形, 每个自主体的动力学
方程为

ẋi(t) = fi(xi(t), ui(t)),

t ≥ 0, i = 1, 2, · · · , N (1)

对于离散时间情形, 每个自主体的动力学方程为

xi(t + 1) = fi(xi(t), ui(t)),

t = 0, 1, · · · , i = 1, 2, · · · , N (2)

记 X = [x1, · · · , xN ]T, 则二元组 (G, X) 称为一个
动态网络, 有向图 G 称为动态网络的通信拓扑图或
信息流 (Information flow) 图. 若每个自主体的控
制输入 ui 只依赖于其自身和其邻居节点的状态, 那
么控制组 U = {u1, · · · , uN} 称为一个分布式协议,
特别地, 当 U 是静态无记忆反馈协议时,

ui(t) = ki(xi(t), xj1(t), · · · , xj|Ni|
(t)),

js ∈ Ni, s = 1, · · · , |Ni| (3)

1.2 趋同协议

定义 1. 设 {xi(t) ∈ R, t ∈ I, i = 1, 2, · · · , N}
是 N 个过程, 其中 I 是时间指标集, 在连续时间情
形, I = [0,∞), 在离散时间情形 I = {t0, t1, · · · , tj,
· · · }, 其中 ts, s = 0, 1, · · · , 是单增的离散时刻. 若

lim
I3t→∞

|xi(t)− xj(t)| = 0, i, j = 1, 2 · · · , N (4)

那么 {x1, · · · , xN} 称为是弱趋同的.
定义 2. 设 {xi(t) ∈ R, t ∈ I, i = 1, 2 · · · , N}

是 N 个过程, 若存在 x∗ ∈ R, 使得:

lim
I3t→∞

xi(t) = x∗, i = 1, 2, · · · , N (5)

那么 {x1, · · · , xN} 称为是强趋同的.
定义 3. 设 χ : RN → R 是一个 N 元函数,

{xi(t) ∈ R, t ∈ I, i = 1, 2, · · · , N} 是 N 个过程,
若对任意的 xi(0), i = 1, 2, · · · , N , 都有

lim
I3t→∞

xi(t) = χ(x1(0), · · · , xN(0)),

i = 1, 2, · · · , N (6)

那么 {x1, · · · , xN} 称为是 χ- 趋同的; χ(x1(0), · · · ,
xN(0)) 称为群决策值 (Group decision value). 特
别地, 当 χ(x1(0), · · · , xN(0)) = 1

N

∑N

j=1 xj(0) 时,
称为平均趋同. 平均趋同算法可以作为一种传感器
网络的分布式估计算法[4].
若动态网络 (G, X) 在分布式协议 U 的控制下

是弱趋同的 (强趋同的, χ- 趋同的), 那么 U 称为弱
趋同 (强趋同, χ- 趋同) 协议. 对于弱趋同、强趋同
和 χ- 趋同这三类控制目标, 后者总是前者的一个子
集, 在控制目标的强度和难度上构成递进的关系.

2 有限状态趋同算法

有限状态趋同又称量化趋同 (Quantized con-
sensus), 是指每个自主体只能存储并交流有限个数
值的状态信息, 通常约定自主体的状态取自正整数
集合的一个有限子集. 这方面的代表性工作首推文
献 [5]. 在文献 [5] 中, 作者提出了一类 Gossip 型的
平均趋同算法. Gossip 型算法是指在某一通信拓扑
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结构下, 每一时刻随机地选出一对相邻的自主体进
行信息交流. 若信息传递是双向的, 那么这两个自主
体能够同时获得对方的信息并更新自身状态; 若信
息传递是单向的, 那么只有信宿自主体能够获得信
息并进行状态更新. Gossip 型算法是一种典型的异
步算法, 系统没有一个统一的时钟来调控各自主体
的更新时刻. 文献 [5] 提出的算法保证自主体的状态
总和随时间保持不变, 证明了若通信拓扑图是连通
的, 则对于任意的初始值, 系统状态最终以概率 1 收
敛到以初始状态平均值为中心, 半径小于或等于量
化间隔的一个球形邻域内. 文献 [5] 还证明了存在一
个有限时刻 tc, 当时间 t > tc 时, 所有自主体的状态
将以正概率停留在这个球形邻域内; 对于全连通网
络和线型网络, 给出了收敛时间数学期望上界的估
计. 该算法能使系统实现近似平均趋同最关键的一
点是保持所有自主体状态总和不随时间变化, 这潜
在地要求了信息传递是双向的, 也就是说在每一时
刻, 被选中的两个自主体要同时知道对方的状态并
以相反的方向更新自身状态. 对于信息单向传输的
有向通信拓扑图, Cai 等[6] 提出了一类新的 Gossip
趋同算法, 通过定义 3 个辅助变量, 证明了具有整
数值状态的多自主体系统在该算法下以概率 1 实现
近似平均趋同的充要条件是通信拓扑图是强连通的.
该算法虽无法保证状态总和不随时间变化, 但借助
于辅助变量实现了近似平均趋同, 从而解决了单向
信息传输下多自主体系统的平均趋同问题. 随后 Cai
等[7] 对该算法进行了推广, 降低了计算复杂度, 提高
了趋同速度并给出了算法收敛时间.

与文献 [5−7] 考虑的 Gossip 型平均趋同算法
不同, Nedić 等[8] 考虑了时变网络拓扑下整数值状

态的同步平均趋同算法, 为了保证自主体的状态是
整数, 每个自主体将邻居自主体的状态和自身状态
做加权平均后再取整作为下一个时刻自身的状态,
证明了如果通信拓扑图是联合连通的, 则可以实现
近似平均趋同.
有限状态趋同在分布式计算、分布式任务调度

和分配等领域有重要的应用, 在这些问题中自主体
状态自然地为整数值. 以上研究的局限在于忽略了
由于通信带宽受限所导致的量化效应和由于处理器

字长有限所导致的量化效应在量化误差数量级上的

本质区别, 所以从本质上讲, 有限状态趋同问题针
对的是由于计算和存储精度有限所导致的量化效应,
而非通信带宽受限所导致的量化效应.

3 基于数字通信的趋同算法

在数字通信环境中, 由于通信信道只具有有限
的信道容量, 即使每个自主体的状态是连续值, 每
次通信也只能向其邻居节点发送有限个比特的信息.

不同自主体间的通信实际上是一个发送节点将自身

的状态量化、编码然后发送, 接收节点接收后再将其
解码还原的过程. 另一方面, 如果计算机字长有限导
致的计算精度误差与通信信道容量有限所导致的信

息传输误差相比可以忽略不计, 那么可以认为自主
体的状态为实数值, 而自主体间的通信信道为有限
容量数字信道. 自主体的状态为实数, 基于数字通信
的多自主体趋同算法根据所采用的编解码器是否有

记忆, 可以分为基于静态编解码和基于动态编解码
两种.

3.1 基于静态编解码的趋同算法

最简单的静态编码器就是一个无限比特的均匀

量化器, 对应的解码器是恒等函数, 其基本分析方
法就是将编解码误差建模为系统的有界加性扰动.
Frasca 等[9] 设计了基于无限比特均匀量化器的算

法, 证明了如果通信拓扑图是强连通的, 则可以实
现近似平均趋同, 并给出了稳态误差与系统参数的
定量关系. 此外, 文献 [9] 还给出了随机框架下趋同
误差的收敛性分析, 在编解码误差是白噪声的假设
下, 证明了系统在均方意义下实现趋同. 对基于静态
编解码的多自主体趋同问题, 同样可以考虑异步更
新算法, 这方面的工作见于文献 [10−11], 文献 [10−
11] 考虑了基于静态均匀量化的 Gossip 算法, 在一
定的网络连通性假设下, 证明了所设计的算法都可
以实现近似平均趋同, 并给出了收敛速度和稳态误
差的定量分析. 以上基于静态编解码算法的一个共
同特点是自主体的状态最终收敛于系统初值平均的

一个邻域内, 都存在与系统初值平均的稳态误差.
在对量化误差的早期研究中, 往往假设量化误

差为白噪声, 这对于高密度量化的情形可以看作近
似成立. 在关于量化误差的白噪声假设下, 可以采用
分布式随机逼近算法来实现近似平均趋同[12−14]. 为
了使量化误差具有一定统计特性, 有些研究者引入
了概率量化和扰动量化的方法. 所谓扰动量化就是
对需要量化的量测值加上一个随机扰动作为静态均

匀量化器的输入, 从而使量化误差满足某种统计特
性. 在扰动量化中, 量化误差的表达式为

ε(i) = q(y(i) + ν(i))− (y(i) + ν(i)) (7)

其中, q(·) 是一个无限比特均匀量化器, y(i) 是需要
量化的量测值, ν(i) 是加入的随机扰动. 如果扰动
序列 {ν(i)} 满足 Schuchman 条件[15], 则可以证明
{ε(i)} 是白噪声序列且与 {y(i)} 独立. Aysal 等[16]

证明了基于概率量化的平均趋同算法可以保证系

统状态的数学期望将收敛到系统初值的平均. Kar
等[17] 将扰动量化和分布式随机逼近方法结合, 证
明了系统可以实现近似均方平均趋同, 并分析了稳
态均方趋同误差的大小与趋同速度间的关系. 随后
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Kar 等[18] 研究了随机切换拓扑下传感器网络的平

均趋同问题, 证明了概率 1 趋同和均方趋同.
与无限比特均匀量化不同, 无限比特对数量化

所导致的量化误差是系统的乘性扰动. 文献 [19] 考
虑了基于无限比特对数量化的平均趋同问题, 在量
化器导致的乘性不确定性是白噪声的假设下, 对闭
环收敛性进行了分析. 文献 [20] 考虑了基于无限比
特对数量化的多自主体平均趋同问题, 对于对数量
化器的不确定性没有做任何先验统计性假设, 发现
不同于均匀量化器的情形, 无论对数量化多么粗糙,
趋同误差总有一个不依赖于量化密度的上界. 最近,
Frasca 等试图在连续时间的框架下, 以统一的观点
来研究基于静态量化的趋同问题[21−22].

3.2 基于动态编解码的趋同算法

如上所述, 基于静态编解码的平均趋同算法往
往不能消除稳态误差, 要消除稳态误差, 基于动态编
解码设计通信与控制协议是一个可行的选择. 与静
态编解码器不同, 动态编解码器是有记忆的, 其输出
依赖于过去的输入和输出. 文献 [23−24] 提出了基
于无限比特对数量化的动态编码器和解码器, 证明
了如果对数量化的量化密度高于一个依赖于通信拓

扑图加权邻接矩阵的常数, 那么系统可以实现渐近
平均趋同, 而且不存在稳态误差. 这里, 动态编解码
器的参数不随时间改变.
由于实际的数字信道具有有限的信道容量, 因

此能否针对多自主体网络设计基于有限比特量化器

的编解码机制, 从而实现有限通信数据率下无稳态
误差的平均趋同始终是这一领域研究者的目标. 在
这一领域, 有很多的基本理论问题需要回答, 例如,
对给定的控制指标 (收敛速度), 每次通信需要邻接
的自主体交换多少比特的信息可以保证实现渐近趋

同. 是否存在一个不依赖于网络规模的通信数据率
下界, 从而实现低比特率通信？该下限与个体动力
学参数的关系是什么. 对给定的网络结构和通信数
据率, 能否给出趋同算法性能的极限. 相比于单个体
系统的通信受限控制, 有限通信数据率趋同问题还
涉及不同自主体编解码动力学、自主体动力学在通

信拓扑图约束下的相互耦合和系统的可扩展性问题.
多自主体系统的研究之所以不同于控制理论中相对

比较成熟的单个体系统和大系统研究, 一个显著区
别和难点在于始终要关注系统通信结构和网络参数

对于通信与控制协议设计及网络性能的影响, 系统
的个体数是网络的一个重要参量, 对于大规模传感
器网络而言, 节点数目通常十分巨大, 因此对于有
限通信数据率下的趋同算法, 通信数据率是否存在
一个与节点数无关的下界, 从而使得通信信道带宽
约束相对于网络规模具有良好的适应性和可扩展性

(Scalability), 对设计基于大规模传感器网络的分布

式估计算法而言, 是一个至关重要的问题.
有限通信数据率下的趋同问题要比基于无限比

特量化器的趋同问题困难得多, 这主要是由于有限
比特量化器所导致的量化误差不再具有良好的先

验性质, 比如对于无限比特均匀量化器, 量化误差
是有已知上界的; 对于无限比特对数量化器, 所引
入的乘性噪声的强度也有已知的上界; 而对于有限
比特量化器, 量化误差很可能是无界的. 要消除量
化误差对最终实现无稳态误差平均趋同的影响, 一
个可行的办法是在量化中引入动态的尺度变换函

数, 随着自主体状态的变化动态地调整量化器的实
际输入范围, 以此逐步消除量化误差对稳态误差的
影响. 这方面比较典型的策略如 Carli 等[24] 提出的

Zoom-in-zoom-out 型尺度变换函数策略和 Li 等[25]

提出的衰减尺度变换函数策略. 文献 [24] 提出了动
态编解码的一个一般性框架和一个基于 Zoom-in-
zoom-out 型策略的动态编解码器, 并进行了仿真研
究, 但没有给出理论上的收敛性分析. 文献 [26] 对
这种 Zoom-in-zoom-out 型编解码器进行了收敛性
分析, 表明如果量化器的层数足够大, 则可以实现渐
近平均趋同, 但遗憾的是, 这个量化器层数的下界无
论控制参数如何选取, 都将随系统中个体数的增多
而趋于无穷. 文献 [25] 提出了基于衰减尺度变换函
数的策略, 可以实现对算法收敛速度的设计, 给出了
满足给定收敛速度下, 所需通信数据率与控制和网
络参数的关系, 并且证明了一个 “小容量信道定理”:
只要网络连通, 那么对任给的通信数据率, 都可以适
当地选取控制参数实现指数收敛速度的无稳态误差

平均趋同, 从而表明, 对于大规模网络, 我们确实可
以找到通信信道带宽约束相对于网络规模具有良好

的可扩展性的分布式趋同算法, 为进一步设计有限
数据率下的分布式估计和优化算法奠定了基础. 文
献 [25] 进一步给出了对这类算法的渐近收敛速度与
网络节点数、通信拓扑图 Laplacian 矩阵的代数连
通度和谱半径的比值, 以及通信数据率的渐近定量
关系式, 说明在多自主体网络中, 分布式估计算法的
性能与通信拓扑图的同步化能力、网络节点数和通

信数据率一定存在着基本的制约关系. 最近这类衰
减尺度变换函数策略被进一步推广到通信拓扑图为

有向图和时变图[27−31]、带通信时延[32]、单输入线性

动力学多自主体系统[33]、以及二阶自主体动力学含

有不可量测状态[34] 等情形.

4 总结与展望

本文介绍了多自主体系统量化趋同和有限数据

率趋同的研究背景和意义, 回顾了该领域的主要问
题、主要方法和相关研究成果. 我们可以看到多自主
体系统量化趋同和有限数据率趋同不但有着很强的
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工程应用背景, 而且对于深化人们对多自主体系统
这个更为广大的研究课题的本质性理解、挖掘系统

控制科学新的生长点具有重要意义. 对于该领域的
未来发展方向, 这里我们结合多自主体系统和网络
化控制这个大的研究背景, 提出如下几个观点.

1) 在多自主体分布式协调问题中需要区分分
布式估计和分布式控制两类问题. 多自主体的平均
趋同或称为分布式平均 (Distributed averaging) 问
题, 本质上是一类分布式计算或估计问题, 每个自主
体不存在自身的动力学, 而是一个分布式估计器或
计算器, 其状态应该看做分布式估计器或分布式计
算器的存储或输出, 其控制输入是每个时刻的分布
式计算或估计的更新规则或算法, 而群决策值则是
要需要估计或计算的最终目标. 与分布式平均问题
相对应的, 多自主体的同步控制 (Synchronization
control)、趋同控制或队形控制等则是一类分布式协
调控制问题, 要求对于给定的多自主体动力学, 设计
相应的分布式控制律实现预先给定的协调控制目标,
如个体间的相对状态趋于零. 在同步控制问题中, 每
个自主体是一个被控对象, 其状态是这个被控对象
的位置、速度或其他我们关心的物理量, 在这个意义
下, 谈论自主体具有一阶动力学、二阶动力学、线性
动力学、非线性动力学才是有意义的. 平均趋同和
同步控制是两类不同性质的问题, 平均趋同的目标
比同步控制的目标在实现上要更困难, 同步控制则
比平均趋同增加了自主体动力学的约束. 目前关于
多自主体量化趋同和有限数据率趋同的研究大都集

中在平均趋同问题, 而对于多自主体的基于数字通
信的协调控制问题的研究尚处于起步阶段[34−36], 这
方面的研究在未来具有良好的发展前景.

2) 与多自主体系统的分布式估计和分布式控制
问题密切相关的, 还有复杂网络的同步问题, 这类问
题是针对某种物理、生物和社会经济现象进行建模,
并对模型进行分析, 将模型状态和实际系统的运行
状态做比较, 考察模型的有效性. 从这里我们可以看
出多自主体分布式估计、分布式控制和复杂网络同

步这三类问题之间的区别和联系. 复杂网络的同步
问题是一个建模问题, 关心的是模型反映实际物理、
生物或社会经济系统的真实程度, 即模型的有效性.
多自主体的分布式估计和控制问题是算法设计问题,
分布式估计问题研究如何设计协同估计和计算算法,
预先不存在个体动力学约束, 但可能或存在估计器
之间的通信约束; 分布式控制研究如何设计协同控
制算法, 不但存在自主体间的通信约束, 还存在每个
自主体的动力学约束. 这三类问题间又是互相联系
的, 针对复杂网络所建立的有效模型可以启发分布
式估计和分布式控制算法的设计; 分布式控制可以
内嵌某种分布式估计算法; 分布式估计和控制算法
的研究又可以反过来启发建立反映现实复杂网络运

行规律的模型. 对于复杂网络的同步问题, 其内部通
信机制是否也遵循某种通信数据率约束, 从而可以
借鉴有限通信数据率趋同算法的成果研究复杂网络

的同步建模问题可能是未来一个重要的研究方向.
3) 多自主体系统和原有大系统研究的一个区别

是要考虑网络的节点数量、通信约束和参数等对系

统性能和算法设计的影响, 这本质上是关心控制或
估计算法在复杂信息网络环境下的可扩展性和适应

性. 从这种意义上说, 多自主体系统与网络化控制
系统 (Networked control system) 是一脉相承而又
与时俱进的, 对于网络化控制系统的研究, 从单一被
控对象、单一信息回路的情形逐步向多个控制对象、

控制器、传感器的互联网络扩展是控制理论自身发

展的必然趋势. 目前, 对于基于数字通信的多自主体
协调问题, 所考虑的通信信道模型大都只反映实际
信道模型的某些侧面, 而对于综合通信信道模型的
研究还较少, 目前对于这方面的研究, 已有一些初步
结果, 如文献 [32] 同时考虑了通信数据率约束和通
信时延, 文献 [28−31] 同时考虑了通信数据率约束
和链接失效等. 未来借鉴网络化控制系统的已有研
究成果, 深入研究在各种通信约束下多自主体系统
的协调协作将是一个值得关注的课题.

4) 文献 [25] 提出的编码器、解码器、控制协议
和闭环分析方法被成功地应用于分布式多媒体流调

度策略中[37−39]. 未来进一步探索有限通信数据率下
趋同算法在分布式系统及云计算环境中的应用将有

助于控制理论和当前计算机科学前沿的结合, 推动
相关产业的发展.
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